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Bemerkungen
hinsichtlich der Verallgemeinerung von Feld-
theorien und der Allgemeinheit der FeldgroBen

Von W. R. Davrs

Institut fiir theoretische Physik der TH Hannover
(Z. Naturforschg. 12 a, 658—659 [1957] ; eingeg. am 29. Oktober 1956)

Beremany und Mitarb. 174 haben einen tiefgehenden
Formalismus fiir die Untersuchung allgemein kovarian-
ter Feldtheorien und das Problem ihrer Quantisierung
entwickelt. In diesem Formalismus werden die allge-
meinen FeldgroBen ¥ durch infinitesimale Transfor-
mationsgesetz spezifiziert, z. B.
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welches Tensoren, Tensordichten und Spinoren ein-
schliefit. Die F}iﬁ sind hier Konstante und die {7, die
»descriptors“, sind willkiirliche unabhdngige Funktio-
nen der Koordinaten z...z,, die im allgemeinen nicht
geometrisch interpretiert werden. Durch ein Komma
abgetrennte Indizes bedeuten, wie iiblich, Differentia-
tionen nach den entsprechenden Koordinaten. Man kann
natiirlich noch allgemeinere FeldgroBen ¥'A" betrach-
ten, deren infinitesimales Transformationsgesetz durch
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gegeben ist *. Die ifi‘(;";"' konnen hier Funktionen der
¥, und ihrer Ableitungen sein. Dieses Gesetz schliefit
sogar Grofen mit einem nicht homogenen Transforma-
tionsgesetz ein **. Die Untersuchungen von Brremanx
und Mitarb. umfassen alle allgemeinen Feldtheorien,
die auf einem Variationsprinzip beruhen:
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* Es wird implizit angenommen, daf dieses infinitesimale
Transformationsgesetz gewisse zusitzliche Bedingungen er-
fiillt 3, die notwendig sind, um den Gruppencharakter zu
garantieren.
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wo L eine Funktion der ¥ und ihrer Ableitungen
YA,o...ist und die Feldgleichungen durch die Hawmrr-
tonsche Ableitung 0L/0W = LA=0 gegeben sind. In
ihren Untersuchungen haben sie im besonderen die
Wichtigkeit der starken Erhaltungssiitze (d.h. Erhal-
tungssitze, deren Geltung unabhingig davon ist, ob die
Feldgleichungen erfiillt sind oder nicht) und der zuge-
ordneten Identititen, wie man sie in reinen Feldtheo-
rien wie der allgemeinen Relativititstheorie findet, her-
vorgehoben.

Wir untersuchen hier die Frage, ob durch eine Ver-
allgemeinerung der FeldgréBen entsprechend einem
Transformationsgesetz von der Form (2) (das von fast
willkiirlicher Allgemeinheit ist) in die Theorie wesent-
lich neue Strukturen eingefiihrt werden konnen und
unter welchen Bedingungen dieses méglich ist. Umge-
kehrt ergibt sich dann, dafl die Allgemeinheit der Feld-
groBen einer gegebenen Feldtheorie gewissen Beschrin-
kungen unterworfen ist, wenn man verlangt, daB die
wesentliche Struktur dieser Theorie erhalten bleiben
soll’. Es ist wohlbekannt, daB die Feldgleichungen
einer reinen Feldtheorie invariant bleiben, wenn die
Lacrance-Funktion L der Theorie invariant bleibt, d. h.
wenn L eine Skalardichte ist, wo

0L+ (LZ),,=0. (3)

Man kann dann immer die starken Erhaltungssitze
und die zugeordneten Intensititen ungeachtet der All-
gemeinheit der FeldgroBen ableiten. Jedoch werden die
starken Erhaltungssitze und die Identititen ihre Form
in Ubereinstimmung mit den Gliedern #ndern, die zu
dem Transformationsgesetz hinzugefiigt werden. Aber
die Ubereinstimmung zwischen den urspriinglichen und
den verallgemeinerten starken Erhaltungssdtzen und
Identitéten verbleibt eng .
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** Zum Beispiel ist das infinitesimale Transformationsgesetz
einer affinen Verbindung: I'y = Fzﬂ von der Form:

o A O Ay Ay 2O
or :ofAUC +1anC,l,+2Alo" s A, Ay
mit oonz - r:ﬁ,u’
YR o7 N Yy sh
lfAla"Fa:‘Iao'—Fao‘éﬂl_

2&1;: — (521 5;}: (5:; .

Y A
(;,ﬂ (Sal

und

5 W. PauLi, Enzyklopéddie der Mathematischen Wissenschaften 19, § 23 [1920].

_— : . 2
6 Wenn wir z B. das infinitesimale Transformationsgesetz (1) in der Form 6¥A=9f..lo+!f},{% annehmen, erhalten

wir fiir den urspriinglichen Erhaltungssatz
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Und im Falle eines allgemeineren Transformationsgesetzes (2) finden wir fiir die verallgemeinerten Erhaltungssitze
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2. Die Feldgleichungen bleiben aber auch dann in-
variant (eine Forderung, die man verniinftigerweise an
jede Feldtheorie stellen muf}), wenn L nach der Ver-
allgemeinerung der FeldgroBen und damit des Trans-
formationsgesetzes zwar nichtinvariant ist, aber 0L von
der Form einer reinen Divergenz ist?!, also 0L=Q° ,
mit beliebigem Q ist. In diesem Fall mége sich L von
einer invarianten Lacrance-Dichte um eine Funktion S
unterscheiden, so daf} also fiir L+ S die obige Invarianz-
beziehung (3) gilt:

O(L+S)+[(L+S)E7],,=0
Wir unterscheiden zwei Fille:

a) Das Glied S habe ebenfalls die Form einer reinen
Divergenz: S=s2,. Man kann dann die starken Er-
haltungssitze und die zugeordneten Identitdten wieder
ohne weiteres ableiten 4. Die Ubereinstimmung zwischen
den urspriinglichen und den verallgemeinerten starken
Erhaltungssdtzen und Identitdten wird aber nicht so
eng sein wie in dem Falle !, wo L eine skalare Dichte
war, denn nun treten Glieder in S? in diesen verallge-
meinerten Beziehungen auf. Aber sie enthalten eben-
falls noch dieselben Feldgleichungen LA.

b) Der allgemeinere Fall, wenn das Glied S, um das
sich L von einer invarianten Dichte unterscheidet, nicht
die Form einer Divergenz hat, erfordert eine etwas tie-
fere Untersuchung. Zunichst folgt aus dem Transfor-
mationsgesetz fiir die invariante Dichte (4), daf}

05= =@, [(L+8) t').o=Rr,s.
Also transformiert S auch wie L als 0S=R’ ,. Dieses
bedeutet natiirlich, dall S mit L auf gleicher Stufe als
eine Lagrance-Funktion steht, die die Feldgroflen ¥
und ihre Ableitungen enthdlt. Dann kann man also
diesen Fall durch zwei Variationsprinzipien beschrei-
ben, namlich:

[IA0WAda=0

(mit SL=0°,,). (4)

und

[SA6%ade=0,

Zur kosmologischen Zeitskala

Von C. Carstens/HiLpic ¥
(Z. Naturforschg. 12 a, 659—660 [1957] ; eingegangen am 16. April 1957)

Bei Betrachtungen iiber Beziehungen zwischen mikro-
physikalischen und kosmischen Naturkonstanten ist
schon von Jorpax! auf die Bedeutung der Eppincrox-
Zahl hingewiesen worden. Besonders klar werden die
Verhiltnisse, wenn der Ebppineron-Zahl Z, also dem
Quotienten aus elektrischer Anziehung und Gravita-
tionsanziehung von Proton und Elektron, eine andere
Bedeutung beigelegt wird. Z kann auch interpretiert
werden als das Verhiltnis zweier atomarer Léngen,
bzw. als eine bestimmte ganz besonders ausgezeichnete
Anzahl von Protonen, da auch der Quotient aus der
Elementarlidnge [ = e2/m. ¢2 und dem Gravitationsradius
re=fmpr/c® des Protons gleich Z ist. Also bedeutet Z
diejenige Anzahl von Protonen, deren Gesamtmasse
einen Gravitationsradius hat, der gerade gleich der

* Fredelsloh/Northeim, Tonnieshof.
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welches erfordert, wenn die willkiirlichen 6% 4 an der
Grenze verschwinden, dal}

IA=0 und S2=0.

In diesem Fall haben wir also auch noch dieselben
Feldgleichungen LA, aber zusitzlich treten die Feld-
gleichungen S* auf. Da die starken Erhaltungssitze
und die zugeordneten Identitdten von dem Transforma-
tionsgesetz (4) fiir die invariante Dichte abgeleitet
werden 4, welches L und S enthilt, werden LA+ SA in
den verallgemeinerten Erhaltungssidtzen auftreten. Hier-
durch sehen wir, da} sich die urspriinglichen Erhal-
tungssitze und Identitdten stark von den verallgemei-
nerten Beziehungen unterscheiden werden, da in den
letzteren bestimmte vollig neue Elemente in die Theo-
rie eingefithrt wurden, was z. B. durch das Auftreten
von SA ausgedriickt wird. (Der spezielle Ausnahmefall
SA =LA ist natiirlich uninteressant.)

Eine Verallgemeinerung der Feldgroflen fiir eine ge-
gebene Lacrance-Funktion, die das obige Resultat zur
Folge hat, diirfte einen Weg andeuten, auf dem man
eine weitere neue Struktur in ein Theorie einfiihren
kann. Die so verallgemeinerte Theorie wird aber be-
stimmt im allgemeinen stark von der urspriinglichen
abweichen. Wenn man also den grofiten Teil der einer
gegebenen Feldtheorie unterliegenden Struktur beizube-
halten wiinscht, ist die mogliche Allgemeinheit der
Feldgroflen (und daher der betrachteten Transforma-
tionsgesetze) auf die beschrinkt, die die Lacraxce-
Funktion in einer Form belassen, die von einer in-
varianten Dichte hochstens durch ein Glied abweicht,
das eine reine Divergenz ist (auller dem oben erwahn-
ten Spezialfall, wenn SA=LA).

Herrn Professor Dr. G. Burknarpr danke ich fiir
wertvolle Diskussionen.

Elementarlange [ ist. So wird unmittelbar verstiandlich,
warum im Fall positiver Raumkrimmung eine Bezie-
hung zwischen dem Gravitationsradius Rgr der gesam-
ten Weltmasse M, der Protonenanzahl Nsz/mpr,
[ und Z besteht:

Rer/l=Np=Npi/Z .
Aus I=Zrg=Z" fmp/c® folgt mp=1c2/fZ
und damit fiir die Compron-Wellenldnge 4, des Protons
).p=h/mprc=hfZ/l 3=2ar;,

wenn 7;=7p/2 7 gesetzt wird. Fiir den statischen Ein-
sTEIN-Kosmos mit e=1 gilt

V=2n2R3; Mf/c2=Rgr=m/2"R,.

Bedeutet o die mittlere Dichte im Kosmos, so v_vird
M=2a2R3 6=nc2R./2f oder R2=c%/dmxfo.

Da definitionsgeméll der Einstein-Radius in Lichtsekun-
den ist: Re/c=t, so folgt t*=1/4 7 fo. Die Gesamt-

1 P. Jorpaxn, Naturwiss. 25, 513 [1937].



